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24. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Simavi A

1. AB || CD ve |AB| > |CD] olan bir ABCD yamugunda AC ve BD
kogegenlerinin kesigim noktast E dir. DEC ii¢geninin ¢evrel ¢emberine
E noktasinda teget olan dogru [AB 1gmmi F noktasinda kesiyor.
|AF| =9, |AB| =5 ise |EF| kagtir?

Cevap: 6. Paralellikten m(A/BTD) = m(E/D\C) olur. Tegetlikten dolay1 ise
m(ﬁ?) = m(@) elde edilir. Dolayisiyla m(@) = m(fE??) ve
buradan da m(E/B\F) = m(A/E\F) oldugu goriiliir. O zaman AEF ~ EBF
(A.A.A.) elde edilir. Bu benzerlikten |EF|? = |AF| - |BF|=9(9 —5) = 36,
yani |E'F| = 6 sonucu gikar.

2. n2 + mn + 14 = Tn + 3m denklemini saglayan ka¢ farkl (m,n) tam say1
ikilisi vardir?

2
Cevap: 4. Denklemi m = —n + 4 — 3 gibi yazarsak n — 3 = +1 ve
n -_—

n — 3 = %2 elde ederiz. Buradan n = 2,4, 1 ve 5 olur.

3. abc = 2 kosulunu saglayan a, b, ¢ pozitif gercel sayilar icin a? +2b% 4 4c® — 6b
ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

| oo

8 8
Cevap: 0. AGO esitsizliginden a?+4c? > 4ac = — ve 20> + — = b> +b? +

>
b b -
3v/8b3 = 6b oldugundan cevap 0 olur.

4. 24 x 24 satrang tahtasinin bazi1 birim karelerine birer tas nasil yerlestirilirse
yerlestirilsin, her tagi k& renkten birine, ayni satir veya ayni stitun tizerinde
olup aralarinda bagka tag bulunmayan herhangi iki tagin rengi farkli olacak
sekilde boyayabiliyorsak, k£ nin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

Cevap: 3. 5 tag1 dongi tizerine yerlestirirsek & > 2 oldugu gorilir. Simdi
3 rengin yeterli olacagin1 gosterelim. Boyamay1 once 1. | sonra 2., sonra 3.
satir olarak ve her satir icin soldan saga yaparsak her defa yeni bir tasi
boyarken onunla aralarinda baska tas bulunmayan tag sayisi en fazla iki
olacak ve yeni tas kurallara uygun sekilde boyanabilecek.

5. Bir ABC ii¢geninde m(B/fE') = 45° ve [AC] tizerinde aliman bir D noktasi

_ cD _
icin m(DBC') = 90° dir. ’]AB]’ = 2¢/2 ise m(BDC) nedir?
Cevap: 75°. B den AC dogrusuna inilen dikmenin ayagi FE olsun.
|AB| = V/2BE oldugundan |CD| = 4|BE| olur. [CD] nin orta noktasi

F olsun. m(BDC) > 45° oldugundan |BC| > |BD| ve F € [EC] olur.
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|BF| = |CF| = |DF| = 2|BE| oldugundan m(iﬁ’\B) = 30° ve buradan da
m(BDC') = 75° olur.

. n bir pozitif tam say1 ve aj,as,...,a, birer tam sayr olmak tiizere her
i=1,2,...,nigin b; = a? olarak tamimlamyor. Hicbir (a;,as, .. .,a,) tam
say1 n-lisi icin 2%t 4-2%2 4 ... 202 — 2 ifadesi 7 ile tam boliinmiiyorsa n kac
farkli deger alabilir?

Cevap: 3. k = 0 (mod 3) icin k%2 = 0 (mod 3) ve 2 = 1 (mod 7) olur.
k # 0 (mod 3) icin k2 = 1 (mod 3) ve 2¥ = 2 (mod 7) olur. Yani 2**
ifadesi 7 modunda 1 veya 2 olur. Bu durumda 207 4293 4. .. 4 2% ifadesinin 7
modunda alabilecegi degerler n ile 2n arasindaki tiim degerlerdir. Ciinkii bir
k > n degeri alinabiliyorsa en az bir tane 2 kullanilmig olmahdir. Bu 2
sayist 1 ile degistirilirse & — 1 degeri de alinmig olur. Hepsini 2 alarak 2n
elde edileceginden 1 azaltarak n degerine kadar gelebiliriz. Bu durumda
hangi n sayilar icin n — n? ile 2n — n? arasinda 7k formunda bir sayinin
var olmadigini bulmaliyiz. n > 6 icin aralik en az 7 ardigik say1 icerdiginden
kesinlikle boyle bir say1 vardir. n = 1,2, 3,4, 5 igin incelersek n = 3,4, 5 icin
boyle bir sayinin olmadigini goriirtiz. Yani cevap 3 olur.

21

} — R fonksiyonu, tanim kiimesinde bulunan her x icin

f@) + f (;‘;;12) —z

esitligini saghyorsa f(1) agsagidakilerden hangisine egit olabilir?

Cevap: 1/4. Sirasiylax = 1,0, —1/2 alirsak f(1)+f(0) =1, f(0)+f(—1/2) =
0, f(—=1/2)+ f(1) = —1/2 denklemlerini elde ederiz. Buradan da f(1) = 1/4
bulunur.

. Baglangicta masa tizerinde her biri 51 gram siit iceren birka¢ bardak
bulunuyor. Bir kedi her iglemde 6nce masadaki her bardaktan 3 gram stit
i¢iyor, daha sonra bir bardak alip bu bardaktaki siitii diger bardaklara esit
olarak dagitiyor ve bosg bardagi masadan atiyor. Birkag islem sonucunda
masada tek bir bardak kaliyor. Bu son bardakta yine 51 gram siit
bulunuyorsa kedi toplamda ka¢ gram stit i¢mistir?

Cevap: 1581. Bardak sayist n olsun. Toplam icilen suyu iki farkli bigmde
hesaplayalim: 51 x (n — 1) ve 3(n+ (n — 1) + (n — 2) + --- + 2). O zaman
51(n — 1) = 3(“2) 1) ve buradan n2 — 33n + 32 = 0. Buradan n = 1 ve
n = 32 degerlerini elde ediyoruz. n > 1 olma zorundadir. n = 32 sorudaki
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kogullar1 sagliyor ve cevap 51 - 31 = 1581 dir.

Bir ABC {iggeninde i¢ teget gember BC,CA, AB kenarlarina sirasiyla
D, E,F noktalarinda tegettir. EF dogrusu [C'B 1gmim P noktasinda
kesiyor. Buna gore |BD| = 1, |CD| = 3, |PF| = /5 ise |CA| uzunlugu
kactir?

Cevap: 5. |PB| = z olsun. |CE| = |CD| = 3 ve |BF| = |BD| =1
x F

1 AE = 1olur. |[AE| = |AF|

oldugunu kullanarak = = 2 elde ederiz. Buradan da |BP|? + |BF|*> = |PF|?

oldugundan m(@) = 90° olur. |[AE| = |AF| = y olsun. Pisagor

teoreminden (y + 1)? + 4? = (y + 3)? ve buradan da y = 2 olur. Yani

|C'A| = 5 olur.

oldugundan Menelaus teoreminden

10. p € {7,11,13,17,19} olmak iizere kag farkh p asal sayisi icin a® + b+ 1 ve

11.

b? + a + 1 sayilarin her ikisi de p ile tam boéliinecek bicimde a ve b tam
sayilar1 bulunabilir?

Cevap: 4. a>* + b+ 1 = V¥ +a+ 1 = 0 (modp) oldugundan
a+b+1—- 0V +a+1) = (a—>ba+b—-1) = 0 (mod p) olur.
a=b (mod p) igin a®> + a+ 1 =0 (mod p) ve buradan da (2a + 1)? = —
(mod p) olur. a+b =1 (mod p) igin ise a*> —a+2 =0 (mod p) ve buradan
da (2a — 1)2 = —7 (mod p) elde ederiz. Yani soruda verilen kosullari
saglayan bir a, b ikilisi vardir ancak ve ancak —3 ve —7 sayilarindan en az
biri p modunda karekalandir. 5 = —3 (mod 7), 6> = —3 (mod 13),4? = -3
(mod 19) ve 22 = —7 (mod 11) oldugundan 7,11,13,19 sartlar saglar.
p = 17 igin ise karekalanlar 0,1,4,9, 16,8, 2,15, 13 olup —3 ve —7 karekalan
degildir. Bu ytizden cevap 4 olur.

(x+2y)(y+22)(z 4+ 22) =1
2x+y)2y+2)(2z24+2) =2
(x+y)y+2)(z+x)=3

denklem sistemini saglayan x,y,z gercel sayilart i¢in xyz ifadesi
agagidakilerden hangisine esit olabilir?



12.

13.

24. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Simavi A

Cevap: —5/2. A = 2%y + 3?2z + 2%z, B = 2y® + y2° + 222, C = zyz dersek,

(x+2y)(y+22)(z +22) =2A+ 4B + 9C
2z +y)(2y+ 2)(22 4+ 2) =2B+4A+9C
(z+y)(y+2)(z+z)=A+B+2C

olur. Buradan da 6C' = (2A4+4B+9C)+ (2B+4A+9C)—6(A+ B+2C) =
14+2—6-3=—15 oldugundan C' = —5/2.

Iki basamakl sayilardan olusan her {ai,as,...,a,} kiimesinin herhangi
ikisinin her iki basamag birbirinden farkli olan 5 elemani bulunuyorsa, n
en az kag olabilir?

Cevap: 41. 40 elemandan olusan {10,11,...,18,19,20,21, ..., 28,29, 30, 31,
..., 38,39,40,41, ...,48,49} kiimesinde herhangi ikisinin her iki basamag
birbirinden farkli olan 5 eleman bulunmuyor: n > 40. Simdi n = 41
durumunda herhangi ikisinin her iki basamagi birbirinden farkli olan 5
elemanm bulunacagim gosterelim. Ik basamak i¢in 9 secenek oldugundan
bir A rakmi icin A- seklinde en az bes eleman var. Bunlarin diginda en az
31 eleman vardir. Bunlarin en az dordii bir B # A rakami icin B- seklinde
olacak. Bunlarin diginda en az 21 eleman vardir. Bunlarin en az tigii bir
C # B rakami icin C- seklinde olacak. Bunlarin diginda en az 11 eleman
vardir. Bunlarin en az ikisi bir D # B rakami icin D- seklinde olacak.
Bunlarin diginda bir £ # D rakami igin bir ET; elamam vardir. Simdi
kosullar1 saglayan besg elemani sondan baglayarak bulabiliriz. Ilk eleman
ETy, ikinci eleman T, # T} olmak iizere, DTy, iiciincii eleman Ty # Ty, T,
olmak fizere, C'Ts, dordiincii eleman sonra Ty # Ty, Ty, Ts olmak iizere, BT,
ve son olarak Ty # Ty, Ts, Ts, Ty olmak iizere, ATj.

Bir ABC {ig¢geninin BC' kenarina ait dig teget cemberinin merkezi O olsun.
O dan gegen bir dogru AB ve AC' dogrularim sirasiyla D ve E de kesiyor.
|AD| > |AB|, |AE| > |AC|, |AD| = |AE|, |BD| =19, |OD| =8, |0OC| =14
ise |OB]| kagtir?

9 .
Cevap: —. Iki dig agiortay ve bir i¢ aciortay noktadag oldugundan AQO

5
dogrusu BAF nin agiortay1 olur. Dolayisiyla ikizkenar tiggen olan ADFE
de AO aym zamanda kenarortaydir da. O zaman |[OE| = |OD| = 8

elde edilir. m(B//E’) = 2a,m(A/B\C) = 2ﬁ,m(B/C71) = 20 olursa,

m(BDO) = m(CEO) = 90° — a, m(DBO) = m(COE) = 90° — 8 ve
m(BOD) = m(OCE) = 90° — @ elde edilir. Buradan da BDO ~ OEC
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bulunur (A.A.A.). Bu benzerlikten de |OB| =9 -4/8 = 9/2 bulunur.

3,5,7,11,13 sayilarindan kag tanesi (n + 3)(n + 7)(n + 11)(n + 15) + 257
ifadesini hicbir n tam sayisi i¢in tam bolemez?

Cevap: 4. (n+3)(n+15) =n?+18n+45ve (n+7)(n+11) = n*+ 180+ 77
oldugundan verilen ifade (n? +18n+61)? — 162 +257 = (n? 4+ 18n+61)*+1
e esittir. Bir tam karenin 1 fazlasini 3,7 veya 11 bolemez. 5 in bu ifadeyi
bolmesi i¢in n? + 18n + 61 = +2 (mod 5) yani (n + 9)*> = £2 (mod 5)
olmasi gerekir. Ancak bir tam kare (mod 5) te 2 veya 3 degerini alamaz.
n = —1 i¢in ifade 44> + 1 =524+ 1=26 =0 (mod 13) olur.

1 < |al,|bl,|c] < 10, a # c ve b* > 4ac kosullarim saglayan a,b,c tam
sayilari icin az? + bz + ¢ = 0 denkleminin en kiiciik kokii ile ca?® +bx +a =0
denkleminin en biiyiik kokii birbirine esitse (a,b,c) Ttglisiine karesel
tgliu diyelim. Kag farkh karesel tiglii vardir?

Cevap: 80. (a, b, ¢) bir ¢bziimse (—a, —b, —c) de bir ¢éztimdiir. Ayrica ac > 0
olmahdir. Aksi halde her iki denklemin kokleri ters isaretli olacagindan
ilkinin en kiigiik kokii negatif ikincinin en biiyiik kokii pozitif olur ve geligki
elde ederiz. Simetriden a > 0, ¢ > 0 durumundaki ¢éziim sayisi, a < 0,¢ < 0
durumu ile aynmidir. @ > 0, ¢ > 0 kabul edelim. az? + bx + ¢ = 0 denkleminin

—b — /b2 — dac

5 ve cx? + bx + a = 0 denkleminin en biiyiik
a

en kiigiik koki

. —b+ V% — dac
koki 5

c
vaparsak (a + ¢)* = b? elde ederiz. Buradan da a + ¢ = |b| elde ederiz.
b >0icina+c=0bvea >c b< 0iginisea+c = —bvec>a
olmalidir. Simetriden dolay1 her iki durum igin ¢éztiim sayisi egittir. b > 0
icin @ + ¢ = b ve a > ¢ durumunda her b > 0 degeri icin | (b — 1)/2]
tane (a,c) ikilisi elde ederiz. b = 1,2,...,10 durumlarn i¢in toplamda
0+0+14+14+24+24+34+3+4+4 =20 adet ¢oziim gelir. b < 0 icin de 20
¢oziim vardir. Buradan da 40 ¢oziim buluruz. Son olarak tiim ¢oziimleri —1
ile carparsak 40 yeni ¢oziim elde ederiz. Sonug olarak toplam ¢oziim sayisi
80 olur.

olur. Bu iki ifadeyi esitleyip gerekli sadelestirmeleri

1,2,...,2016 sayilarinin her biri k& renkten birine, a | b ve b | ¢ kogullarim
saglayan herhangi ii¢ farkhi a,b ve ¢ sayilar1 ayni renkte olmayacak sekilde
boyanabiliyorsa, k en az kag olabilir?

Cevap: 6. Ik once en az 6 renk gerektigini  gosterelim.
1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024 sayilaimin herhangi {icii ayni renge
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boyanirsa kogullar saglanmaz. Demek ki renk sayisi 11/2 = 5.5'den az
olmayacaktir. Simdi 6 renk ile gereken boyamayi yapalim. 1,2,...,2016
sayllarim 11 gruba aywalim: Gy = {1}, Gy = {2,3}, Gs = {4,5,6,7},

{8,9,10,...14,15},..., Gy = {512,513,...,1022,1023},G1; =
{1024,1025, ...,2015,2016}. Aym gruptaki herhangi iki sayidan daha
kiigiik olan daha biiyiik olan1 bolmiiyor. Bu nedenle her renk en fazla iki
grupta kullanilmak tizere, her gruptaki sayilarin timi ayni renge boyanirsa
kosullar saglanmig olur.

Dar acili bir ABC itiggeninin AD kenarortayl, BE yiksekligi ve C'F ig
=10, |CA| = 6 ise |AB| kagtir?

Cevap: v/91. Aclortay teoreminden |AF|/|FB| = 6/10 = 3/5 bulunur.
AD ile BE nin kesisimi K olsun. BF'C ii¢ggeninde A, K, D kesenine gore
uygulanan Menelaus teoreminden |[CK|/|KF| = 8/3 oldugu goriiliir.
AFC tiggeninde B, K, E kesenine gore uygulanan Menelaus teoreminden
ise |AE|/|EC| = 3/5 elde edilir. |AC| = 6 oldugundan |[AE| = 9/4
ve |EC| = 15/4 bulunur. |AB|*> — |AE|? = |BC|* — |EC]? oldugundan
|ABJ> =100 + 51 — 225 = 91, yani |[AB| = V/91 elde edilir.

n bir pozitif tam sayi, p bir asal say1, d; ve ds ise n sayisinin birbirinden farkh
iki pozitif tam boleni olmak iizere n = p(d; + ds) bigiminde yazilabiliyorsa
n sayisina dengeli say: diyelim. 100 den kiigiik ka¢ dengeli say1 vardir?

Cevap: 17. ky ve ko aralarinda asal olmak tlizere di = kid ve dy = kod
olsun. d; ve dy sayilar1 n nin birer boleni oldugundan n = kkikod olacak
sekilde bir k pozitif tamsayis1 vardir. Bu durumda kkiky = p(k; + ko)
elde ederiz. Buradan da (ki, ks) = 1 oldugundan k; | p ve ks | p bulunur.
dy # do oldugundan k; ve ko sayilarindan biri 1 digeri p olmaldir.
Genelligi bozmadan d; = 1, do = p olsun. Bu durumda k£ = p + 1 ve
n = p(p + 1)d olur. Yani n sayisinin dengeli say1 olabilmesi i¢in ancak ve
ancak p* + p | n olacak sekilde bir p asal sayis1 bulunmahdir. n < 100
oldugundan p < 7 olur. p = 2,3,5,7 icin sirasiyla 6,12, 30,56 sayilarina
boliinen sayilar dengeli sayidir. Buradan da 6 veya 56 ile boliinen sayilar
dengeli say1 olur. Toplam 16+1 = 17 adet 100 den kii¢iik dengeli say1 vardir.

Gergel katsayill bir P polinomu P(1) = 1 ve her x,y gercel sayilar igin
P(z) 4+ P(y) = P(x + y) — 2zy + 1 kogullarmni saghyor. Buna gore P(x) in
alabilecegi en kiiciik deger nedir?

Cevap: 3/4. Q(z) = P(z) — 2* — 1 alirsak Q(x) + Q(y) = Q(z + y) elde
ederiz. () polinom oldugu i¢in Q(z) = cx olur. P(1) = 1 oldugundan ¢ = —1
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ve buradan da P(x) = 22 —x+1 = (z—1/2)>+3/4 olur. P(x)’in alabilecegi
en kiiciik deger P(1/2) = 3/4 olur.

Kag n € {12,18,42,60, 72} degeri i¢in 1,2,. .., n sayilar: herhangi iki komgu
sayimin toplami asal say1 olacak gekilde siraya dizilebilir?

Cevap: 5. n + 1 ve n — 1 sayilar asal ise 1,2,...,n sayilar1 herhangi iki
komsu sayimin toplami asal say1 olacak sekilde dizilebilir. Dizi

n,1,n—23n—-4,5..,6n—54n—-32n—1

seklinde olacaktir (dizinin tek numarali elemanlar1 ¢ift ve ¢ift numaral
elemanlar1 tek sayilardir ve c¢ift sayilar azalan, tek sayilar artan alt dizi
olugturuyor). Bu durumda dizinin herhangi iki komsu elemaninin toplami
n + 1 veya n — 1 olacaktir.

|AB| =13, |BC| = 4, |CA| = 15 olan bir ABC {iggeninde i¢ teget cemberin
merkezi [ ve BC' kenarmin orta noktast M dir. IM dogrusu BC kenarina
ait yiiksekligi K de kesiyor. Buna gore |AK| kagtir?

Cevap: g Oncelikle 132 + 4% < 152 oldugundan m(ABC) > 90° oldugu

goriilit. A dan BC ye inen dikme ayagr D olsun. |AC|? — |CDJ]? =
|AB*> — |BD|? oldugundan |BD| = 5 elde edilir. Buradan da |AD| = 12
bulunur. Al ile BC' nin kesigimi F olsun. ABC {i¢geninde agirotay
teoreminden |BE| = 13/7 ve |[EC| = 15/7 oldugu goriiliir. Dolayisiyla
|EM| = 1/7 dir. ACE ii¢geninde agiortay teoreminden ise |AI|/|IE| =7
elde edilir. ADFE ii¢geninde M, I, K kesenine gore uygulanan Menelaus
teoreminden |DK|/|KA| = 7 bulunur ve bu da |AD| = 12 oldugundan
|AK| = 12/8 = 3/2 sonucunu verir.

Pozitif tam sayilardan olusan bir (a,)32, dizisinin terimleri her n > 1 igin
U1 = a3 + 1376 esitligini saglamaktadir. Buna gore bu dizinin terimleri
arasinda en fazla kac tane tam kare olabilir?

Cevap: 2. (mod 7) de bir tam kare 0,1,2,4 e bir tam kiip ise 0,1,6 ya
denk olabilir. 1376 = 7 - 196 + 4 oldugundan her n > 1 igin a,,; = a3 + 4
(mod 7) dir. Farzedelim ki bir £ > 3 igin a; tam kare olsun. O zaman
ag_, +4 = 0,1,2,4 (mod 7). @}, = 0,1,6 (mod 7) oldugundan tek
miimkiin durum a;_; = 0 (mod 7) dir. O halde a} , = 3 (mod 7), ancak
bu miimkiin degil, geligki. Demek ki bu dizideki tam kareler a; veya as
olabilir. a; = 49 igin ay = 493 + 1376 = 119025 = 3452 elde edilir.
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Tim terimleri birbirinden ve sifirdan farkll bir (a,)5, gercel say1 dizisi

Sy PR

ApQp—1 Ap—1

ap = V2 ve her n > 1 icin anani1 + kogulunu

sagliyor. Buna gore a; - as - - - asp1¢ carpiminin alabilecegi kag farkli deger
vardir?

Cevap: 1. Ifade diizenlenirse (anans1 — 2)(anan_1 — 2) = 0 elde edilir.
Buradan da tiim terimler farkl oldugundan her ¢ = 0, 2,4, ... i¢in a;a;41 = 2
veya her ¢ = 1,3,5, ... icin a;a,.1 = 2 olmalidir. ay = V2 oldugundan ilki
olamaz. Bu durumda da a; - as - - - asg16 = 2'9% olur.

Elimizde 12 kirmizi ve 12 beyaz top bulunuyor. Bir dogru tizerindeki 6 bos
kutunun her birine bu toplardan 2 tanesi, herhangi iki komsu kutuda aym
renkli top bulunmasi koguluyla kag farkli bicimde dagitilabilir?

Cevap: 239. Elimizde 2n kirmizi ve 2n beyaz top bulunsun. Bir dogru
tizerindeki n bog kutunun her birine bu toplardan 2 tanesi, herhangi iki
komgu kutuda ayni renkli top bulunmasi koguluyla dagitim sayis1 f(n)
olsun. Bu f(n) dagitimdan ilk kutuda beyaz top bulunduranlarin sayis: ise
g(n) olsun. O zaman ilk kutuda bir kirmizi ve bir beyaz top bulunduran
dagilimlarin sayist f(n — 1), iki beyaz top bulunduran dagilimlarin sayisi
g(n — 1), iki kirmiz1 top bulunduran dagilmlarin sayisi da simetriden
dolayr g(n — 1) olacak: f(n) = f(n — 1) + 2g(n — 1). Ik kutuda bir kirmiz
ve bir beyaz top bulunduran dagilimlarin sayist f(n — 1), iki beyaz top
bulunduran dagilimlarin sayisi g(n — 1) olacak: g(n) = f(n —1) 4+ g(n —1).
Son olarak f(2) = 7 ve g(2) = 5 oldugundan sirayla f(3) = 7+ 10 = 17,
g(3) =12, f(4) =17+ 24 =41, g(4) = 17+ 12 =29, f(5) = 41 4+ 58 = 99,
g(5) =294 41 =70 ve f(6) =99 + 140 = 239 degerlerini elde ediyoruz.

Dar agili bir ABC ii¢ggeninde BC' kenarima ait yiikseklik C' den gegen ve AB
dogrusuna A da teget olan ¢emberi ikinci kez K de kesiyor. Benzer sekilde
AC kenarma ait yiikseklik C' den gecen ve AB dogrusuna B de teget olan
cemberi ikinci kez L de kesiyor. |CK| =12, |KL| =9 ise |C'L| uzunlugunun
alabilecegi degerlerin toplami kagtir?

Cevap: 24. Tegetlikten m(A/C7() = m(B/A?() = 90° — m(fTBT’)
elde edilir. Benzer sekilde m(BCL) = 90° — m(BAC) bulunur. Ote
yandan 90° — m(ABC) + 90° — m(BAC) = m(ACB) oldugundan

m(A/CT() + m(B/ﬁJ) = m(/l/C’T?) elde edilir ve bu da K,L ve C nin
dogrusal olmasi demektir. O halde |CL| = |CK| £ |KL| =12+9 = 3,21
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olabilir. Her iki durum i¢in de uygun ABC' {i¢geni olusturulabilir.

3n
( ifadesinin 2016 ile tam boliinmesini saglayan en kiiciik n pozitif tam
n

sayist kagtir?

3
Cevap: 23. v,(n) ile p asalmm ( " sayisinl bolen en biiyiik kuvvetini
n

gosterelim. 2016 = 7 -9 - 32 oldugundan wvy(n) > 5 olmahdir. Her
3 2

bir £ pozitif tamsayisi icin {Z_Z — 2—7: — {;—kJ ifadesi 0 veya 1

olabilir. = 1 igin kesinlikle 0 olur.) Bu yilizden 3n < 64 igin

2k

v2(22) = 4 oldugundan n = 22 sartlan saglamaz. Ote yandan n = 23 icin
v9(23) = 5, v3(23) = 2 ve vz(n) = 1 olur ve sartlar saglanir.

{ J - {ZkJ — LEJ < 5 olur. Yani n > 22 olmalidir.
k=1

P(r) = (2 + z + 1)(2® — 32? + 42 — 3) polinomunun gergel koklerinin
toplami kagtir?

Cevap: 1. Q(z) = 2* +z+ 1 igin R(z) = 2® —32% +42 -3 = —Q(1 — ) olur.
@ polinomu tiim reel eksende artan oldugundan tam olarak bir tane gercel
kokii vardir. Bu koke o dersek R polinomunun da tek gercel koki vardir ve
bu kdk 1 — «v olur. Yani cevap a+ (1 — «) = 1 olur.

Bir torbada baglangicta 2016 adet esit uzunluklu ¢ubuk bulunuyor. Her
islemde bir ¢ubuk secilip iki esit parcaya béliiniiyor. Islemler nasil yapilirsa
yapilsin torbada her zaman en az n tane esit uzunluklu ¢ubuk bulunuyorsa,
n nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

Cevap: 1009. Birkag iglem sonucunda esit uzunluklu ¢ubuk sayis1 en fazla
1008 olursa toplam uzunluk 1008 - (1 4+ 1/2 +1/4 + ...) < 2016 olur ve
geligki elde ediyoruz. Simdi n = 1009 i¢in bir 6rnek verelim: 2016 ¢ubuktan
1009 tanesine dokunmuyoruz ve kalan 1007 ¢ubugun her birini iki esit
parcaya ayiriyoruz. Bu iglem sonucunda esit uzunluklu ¢ubuklardan olusan
en biiyiik gruptaki gubuk sayis1 2014 olur. Bu 2014 ¢ubuktan 1009 tanesine
dokunmuyoruz ve kalan 1005 ¢ubugun her birini iki egit parcaya ayiriyoruz.
Bu iglem sonucunda esit uzunluklu ¢ubuklardan olugan en biiyiik gruptaki
c¢ubuk sayist 2010 olur. Her islemde esit uzunluklu c¢ubuklardan olusan
en biyik gruptan 1009 cubuk ayirip kalan ¢ubuklardan her birini iki egit
parcaya ayiriyoruz. Islem yapilan her gruptaki toplam cubuk sayisi 2018
den az olmasi nedeniyle her igslem sonucunda esit uzunluklu ¢ubuklardan
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olusan en biiyiik gruptaki cubuk sayisi azaliyor. Bu say1 1010’dan daha
kiigiik olanadek iglemleri tekrarlarsak esit uzunluklu ¢ubuklardan olusan en
biiylik gruptaki cubuk sayist 1009 olur.

m(/TB\D) = 45° kogulunu saglayan bir ABCD kirigler dortgeninde CD
dogrusu [BA 1gmm1 E de kesiyor. |[AB|+ |BD| = |AE| ve |ED| = 2|AC| ise
m(DEB) nedir?

Cevap: 22.5°. |AE| = a, |BD| = b, |AC| = x olsun. |ED| =2z, |AB| = a—0b
olur. m(ECA) = m(EBD) oldugundan AEAC ~ AEDB ve buradan

da 2z = ab olur. 42> = 2ab oldugundan 4z* — V> = a® — (a — b)?
ve buradan da m(DAB) = 90° olur. [ED] nin orta noktasi
M olsun. = = |ME| = |MD| = |MA] = |AC| oldugundan

—

m(C/]\J\A) = m(]\/[C\A) = 45° ve buradan da m(DEB) = 22.5° bulunur.

23,29, 31,37,41 sayilarindan kag tanesi en az bir (m,n) pozitif tam say1

ikilisi icin m” — n” — 3 sayisim tam boler?

Cevap: 4. p # 1 (mod 7) kosulunu saglayan p asallari icin 27 sayis1 p
modunda her degeri alabilir. Ciinki aksi halde bir x # y (mod p) ikilisi i¢in
2" = 47 (mod p) olur. Buradan da y # 0 (mod p) ve (z/y)" = 1 (mod p)
buluruz. z/y sayisinin p modundaki derecesi d olmak iizere d | 7 olur.
z # y (mod p) oldugundan d > 1 ve buradan da d = 7 olur. Ote yandan
d | p—1 oldugundan celigki buluruz. Bu durumda 7k + 1 formunda olmayan
23,31,37,41 asallan igin sartlar saglanir. p = 29 ve z # 0 (mod 29)
icin 2 = 1 (mod 29) oldugundan z'* = 41 (mod 29) ve buradan da
2" = 0,-1,1,12,—12 (mod 29) elde ederiz. Bu durumda da 2" — 37 — 3
sayist 29 modunda 2, 8,9, 10,13, 14, 15, 24, 25, 26, 27, 28 degerlerini alabilir.
Yani cevap 4 olur.

a® + b3 + ¢ — 3abc = 1 kosulunu saglayan a, b, ¢ pozitif gercel sayilar icin
(a—0)?+ (b—c)?+ (c — a)? ifadesi 201672,201671, 1,2016 sayilarindan kag
tanesine egit olabilir?

Cevap: 3. 1 =a®+b*+¢* —3abc = (a+b+c)[(a+b+c)? —3(ab+ bc+ ca)]
ve 2(a+b+c)? —6(ab+bc+ ca) = (a—b)*+ (b— ¢)? + (¢ — a)? oldugundan
a+b+c=z, ab+bc+ ca =y dersek z(x? — 3y) = 1 olmak tizere 2(x? — 3y)
ifadesinin alabilecegi degerleri bulmalyiz. y > 0 oldugundan 2? — 3y < 2
ve buradan da x > 1 buluruz. z > 1 oldugu i¢in 2> — 3y = 1/z < 1
olur. Ayrica 2 > 3y oldugundan 0 < S < 2 elde ederiz. Ote yandan her
0 < S < 2 icin sartlan saglayan a, b, ¢ > 0 bulunabilir. Ornegin b = ¢ alirsak
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a+2b=1z=2/Sve (a—b)* = 2*—3y = S/2 olacagindan |a —b| = 1/S/2 ve
1 1
buradan da a = 3 (2/5—}— 2\/S/Q> ve b= 3 <2/S - \/S/2> bir ¢oziimdiir.

Yani cevap 3 olur.

Aslh ve Berk baglangi¢ta birkag say1 yazilmig tahtada sirayla hamle yaparak
bir oyun oynuyorlar. Sirasi gelen oyuncu tahtadaki bir sayiy1 siliyor veya
tahtadaki bir sayiy1 silip yerine o saymin bir fazlasii, tahtadaki tim
sayilarin birbirinden farkli olmasi ve hicbirinin 24 i agmamasi koguluyla
yaziyor. Oyunu son hamleyi yapan oyuncu kazaniyor. Oyuna her seferinde
Asli baglamak iizere, oyun tahtadaki sayilar {2, 3,22, 23}, {1, 2, 3,21, 22,23},
{1,7,12,13,19,24}, {5,6,11,17,18} ve {10,11,12,13,14} olarak birer kez
oynanirsa, Asli bu oyunlarin kagini kazanmay1 garantileyebilir?

Cevap: 4. Bir oyuncu kendi hamlesi sonucunda tahtadaki tek ve ¢ift sayilarin
say1sini birbirlerine egit yaparsa her zaman hamlesi olur. Ash {2, 3,22,23}
sayilariyla baglayan oyun diginda bunu yapabiliyor. {2, 3, 22,23} sayilariyla
baglayan oyunda ise Aslinin hamlesi ne olursa olsun Berk ilk hamlesi
sonucunda tek ve cift sayilarin sayisin1 birbirlerine egit yaparak oyunu
kazanmay1 garantiler.





